Уважаемые студенты!
Изучаем новый материал!
Задание:
1. Сделать конспект лекции( в него включить все определения, чертежи, примеры).
2. Выполнить тренировочные упражнения.
Работа будет оценена!!!

ЛЕКЦИЯ 
КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

Содержание лекции:
· Понятие комплексного числа. Его алгебраическая  форма
· [bookmark: Transforming]Действия над комплексными числами 
· Геометрическая модель комплексного числа
· Тригонометрическая и показательная форма комплексного числа

Понятие комплексного числа.

       Процесс расширения понятия числа от натуральных к действительным был связан как с потребностями практики, так и с нуждами самой математики. Сначала для счета предметов использовались натуральные числа. Затем необходимость выполнения деления привела к понятию дробных положительных чисел; далее, необходимость выполнения вычитания – к понятию нуля и отрицательных чисел; наконец, необходимость извлечения корней из положительных чисел – к понятию иррациональных чисел. Все перечисленные операции выполнимы на множестве действительных чисел. Однако остались и невыполнимые на этом множестве операции, например, извлечение квадратного корня из отрицательного числа. Значит, имеется потребность в дальнейшем расширении понятия числа, в появлении новых чисел, отличных от действительных.


        Решите уравнение:     

                                                   
       Данную ситуацию мы описываем, как отсутствие корней на множестве действительных чисел.
 Для решения подобных уравнений и многих других более сложных задач математиками были созданы  комплексные числа.
Для этого была введена i - мнимая единица, такая, что  i2=-1, а значит и появилась возможность извлекать корень квадратный из отрицательного числа.
Запись a+bi называется алгебраической формой комплексного числа z=(a;b); при этом число, а называется действительной частью комплексного числа z, а bi – его мнимой частью. (Использование букв a и b весьма условно, при алгебраической записи комплексного числа могут использоваться привычные переменные x и  y или буквы греческого алфавита ).
1. Если bi отлична от нуля, то такое число называется мнимым;
2. Если при этом а=0, т.е. число имеет вид bi, то оно называется чисто мнимым;
3. Если bi=0, то получается действительное число а.

Возвращаясь к примеру, мы получили два решения квадратного уравнения. Итак,



                                          

  Пример 1 . Решить уравнение 



Пример 2. Решить уравнение x3 – 1 = 0
x3 – 1 = 0 
(x - 1)(x2 + x + 1) = 0
Ответ: x =  1; -    i
Итак, мы получили возможность находить не только действительные, но и мнимые корни уравнения.
      С комплексными числами в алгебраической форме можно выполнять арифметические действия 
                                      Действия над комплексными числами.
· Сравнение 
[image: a+bi=c+di]   означает, что [image: a=c]   и [image: b=d]   (два комплексных числа равны между собой тогда и только тогда, когда равны их действительные и мнимые части).
· Сложение 
[image: (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i.]
          [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image062.gif]

· Вычитание 
[image: (a+bi)-(c+di)=(a-c)+(b-d)i.]
            [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image074.gif]

· Умножение 
[image: (a+bi)\cdot(c+di)=ac+bci+adi+bdi^2=(ac-bd)+(bc+ad)i.]
           [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image094.gif]

· Деление 
[image: \frac{a+bi}{c+di}=\frac{(a+bi)(c-di)}{(c+di)(c-di)}=\frac{ac+bd}{c^2+d^2}+\left(\frac{bc-ad}{c^2+d^2}\right)i.]
[image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image120.gif]
· В частности, 
[image: \frac{1}{a+bi}=\frac{a}{a^2+b^2}-\left(\frac{b}{a^2+b^2}\right)i.]

Пример 1. Вычислить (2- i)2.

      


Пример 2. Вычислить  


Пример 3. Вычислить

i4 = (i2)2 = (-1)2 = 1
i10 = (i2)5 = (-1)5 = -1
i33 = i(i2)16 = i(-1)16 = i
i27 =i (i2)13 =i (-1)13 = - i

Геометрическая модель.

      Геометрически действительные числа изображаются точками на координатной прямой: каждому действительному числу соответствует одна точка прямой («образ» действительного числа) и, обратно, каждая точка координатной прямой соответсвует одному действительному числу. Координатная прямая сплошь заполнена образами действительных чисел, т.е., выражаясь фигурально, «на ней нет места для новых чисел».
[image: Множество действительных чисел, числовая прямая]
Возникает предположение о том, что геометрические образы комплексных чисел надо искать уже не на прямой, а на плоскости.
        Рассмотрим плоскость с прямоугольной системой координат. Каждому комплексному числу [image: ~z=x+iy]  сопоставим точку плоскости с координатами [image: \{x,y\}] (а также радиус-вектор, соединяющий начало координат с этой точкой). Такая плоскость называется комплексной (или плоскостью Аргана). Множество комплексных чисел принято обозначать «жирной» или утолщенной буквой [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image030.gif]. Вещественные числа на ней занимают горизонтальную ось, мнимая единица изображается единицей на вертикальной оси; по этой причине горизонтальная и вертикальная оси называются соответственно действительной Re z и мнимой Im z осями. 
Построим на комплексной плоскости следующие комплексные числа:
[image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image036.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image038.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image040.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image042.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image044.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image046.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image048.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image050.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image052.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image054.gif]
[image: Как изобразить комплексные числа на комплексной плоскости]



Тригонометрическая и показательная
 форма комплексного числа.

I.) Любое комплексное число (кроме нуля) z=a+bi можно записать в тригонометрической форме:
[image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image145.gif],
Где  – это модуль комплексного числа, а – аргумент комплексного числа.
Изобразим на комплексной плоскости число z=a+bi. Для определённости и простоты объяснений расположим его в первой координатной четверти, т.е. считаем, что a: 
[image: Модуль и аргумент комплексного числа]
Модулем комплексного числа [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image006_0002.gif] называется расстояние от начала координат до соответствующей точки комплексной плоскости. Иначе говоря, модуль – это длина радиус-вектора, который на чертеже обозначен красным цветом. 
Модуль комплексного числа [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image006_0003.gif] стандартно обозначают:  или [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image158.gif].
По теореме Пифагора легко вывести формулу для нахождения модуля комплексного числа: = . Данная формула справедлива для любых значений а и b.
Примечание: модуль комплексного числа представляет собой обобщение понятия модуля действительного числа, как расстояния от точки до начала координат.
Аргументом комплексного числа [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image006_0004.gif] называется угол  между положительной полуосью действительной оси Re z  и радиус-вектором, проведенным из начала координат к соответствующей точке. Аргумент не определён для единственного числа: [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image163.gif].
Аргумент комплексного числа [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image006_0005.gif] стандартно обозначают: [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image149_0001.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image165.gif]
tg 
Из геометрических соображений получаются следующие формулы для нахождения аргумента:
1) Если [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image230.gif] (1-ая и 4-ая координатные четверти, или правая полуплоскость), то аргумент нужно находить по формуле
[image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image167_0000.gif].
2) Если [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image232.gif] (2-ая координатная четверть), то аргумент нужно находить по формуле
[image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image234.gif].
3) Если [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image236.gif] (3-я координатная четверть), то аргумент нужно находить по формуле
[image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image238.gif].
Пример. Представим в тригонометрической форме число [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image004_0001.gif]. Найдем его модуль и аргумент:
[image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image016_0004.gif]
Поскольку [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image018.gif](случай 2), то
[image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image020.gif]
Воспользуемся нечетностью арктангенса. 
[image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image024.gif]– число [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image012_0002.gif] в тригонометрической форме.
Пример. Представим в тригонометрической форме число [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image008_0006.gif]. Найдем его модуль и аргумент:
[image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image030_0002.gif]
Поскольку [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image032.gif] (случай 1), то
[image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image034_0000.gif]
Таким образом: 
[image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image036_0002.gif] – число [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image014_0003.gif] в тригонометрической форме.
Проверка:
[image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image043.gif] 
- число [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image014_0004.gif] в исходной алгебраической форме.
II.) Любое комплексное число (кроме нуля) [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image047.gif] можно записать в показательной форме:
[image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image049.gif]
Где    – это модуль комплексного числа, а   – аргумент комплексного числа.
Например, для числа  z2 = -2 + 4i  предыдущего примера у нас найден модуль и аргумент: [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image055.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image057.gif]. Тогда данное число в показательной форме запишется следующим образом: [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image059.gif].
Число [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image061.gif] в показательной форме будет выглядеть так: [image: http://www.mathprofi.ru/h/kompleksnye_chisla_dlya_chainikov_clip_image063.gif]
Тренировочные упражнения(№16.15-16.20)
[image: ]
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